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Cours : semaine du 15 au 19 mars 2020

1- On appelle rang d’une application linéaire f : X — Y la dimension de
Im f noté rang(f)

2- L’équation du rang stipule:

dim X = dimker f + dimIm f = dimker f + rang(f)
—— ——

AEn effet, supposons dimg X = n et soit eq, es ..., e, une base de ker f C

1
X (ainsi p < n).
Si p = n alors ker f = X et donc f(X) = {fy} donc dimgIm f = 0 il
s’en suit dimg ker f + dimg Im f = dimg X + 0 = dimg X.

Si p < n, prolongeons le systéme libre ey, e,..., €, de X & une base de X
en lui concaténant les vecteurs wy,ws, ...,w, ol ¢ =n — p.
Ainsi le systéme: eq, es ..., €,;w1, wa, ..., w, constitué de n vecteurs est une
- >

~~

base de X.
Alors:
a—Siy € Im f il existe z € X avec

T = aje; + agey + ...+ apep + Biwr + Bowa + ..+ Pwy

et donc
y = flz)=
= ?(9161 + ey + ...+ a€p5+,ﬁ1f(wl) + By f(wa) + ... + qu(w,J =
cker [
—~~ ~ ~

Oy +B1f(wi) + Baf(w2) + ... + B fwg) =
= [if(wi) + Byf(wa) + ... + ﬁqf(wq>-



On déduit que
Imf = l(f(w1)7f(w2)7 L) f(wq>>

b— Une combinaison linéaire du type :

Alf(wl) + )\Qf(CUQ) + ...+ )\qf(wq) = Qy

fournit
f()\lwl + )\20)2 + ...+ )\qwq) = ey

qui exprime que
w1 + Agws + ... + Aw, € ker f.

Donc
/\1&)1 + /\2&)2 + ...+ /\qwq = 5161 + (5262 + ...+ 51)61)

o dy, da, ..., 0, € K sont les coordonnées du vecteur A\jw;+Aowa+... 4w,
dans la base ej, es,..., €, de ker f.

Or ey, e...,ep; w1, wWa, ...,w, est une base de X donc libre ainsi de:
)\10)1 + )\2&)2 + ...+ )\qwq — (5161 — 5262 — ... — 5p€p = QX
on conclut que tous les scalaires sont nuls en particulier \; = Ay = ... = A\, =
0.

On déduit alors que f(w1), f(w2), ..., f(w,) est un systéme libre.

En somme f(w1), f(w2), ..., f(w,) est une base de Im f et donc:

dimg Im f = q¢=n — p=dimg X — dimg ker f.

Commentaires:




& L’ensemble des applications linéaires de source X et de but Y est noté
L(X,Y). Il est évident que £(X,Y) est un sous ensemble de Y* ensemble
des applications de source X et but Y.

& Si (X, K) est un espace vectoriel l'ensemble £(X, K) est noté X*,
appelé dual de X. Un élément du dual X* est appelé une forme linéaire sur
X.

& Rappelons qu’'une application linéaire f : X — Y qui est un épimor-
phisme et un monomorphisme a la fois est appelé un isomorphisme.
On note:

Zso(X,Y)={f: X — Y | f application linéaire et surjective et injective}

& Une application linaire f : X — X (e.v.source = e.v.but) est appelée
un endomorphisme.
On note:

End(X)={f:X — X | f linéaire} = L(X, X)

& Un endomorphisme injectif et surjectif a la fois est appelé un automor-
phisme.

On note:
Aut(X) = Zso(X, X)

3-Si f € End(X) alors on a I’équivalence :

f épimorphisme si et seulement si f monomorphisme .

» Si f: X — X est un endomorphisme surjective donc Im f = X
ainsi I’équation du rang fournit: dimg X = dimg X + dimg ker f qui traduit
dimg ker f = 0 donc ker f = {fx}.

On conclut que f est un monomorphisme.

< Si f: X — X est un endomorphisme injectif donc ker f = {fx} ainsi
I’équation du rang fournit: dimgx X = dimg Im f + 0 qui traduit dimyg X =
dimg Im f donc Im f = X.

On conclut que f est un épimorphisme.l



4- Une conséquence directe du résultat 3 ci dessus formulé est :
f € Aut(X) si et seulement si f est un épimorphisme

si et seulement si f est un monomorphisme.

5- Une application linéaire est complétement déterminée si et seulement
si on connait 'image d’'une base de la source.

<« 11 est évident que si on connait f: X — Y c.a.d on connait f(z) € YV
pour tout x € X donc a fortiori si ey, eg, ..., €dim, x €st une base de X on

connait f(el)’ f(€2>7 "'f(edimK X)~

» Soit ey, e, ..., dim, x Une base de X et supposons que les images
fle1), f(ez2),...f(eaimy x) soient données. Ainsi, si € X on a

T = ae] + @€ + ... + Qdimy X Cdimp X

alors son image est f(z) = af(e1) + asf(e2) + ... + Adimy x f (€dimy x ). A

Commentaires

En vertu du résultat 5 ci dessus, pour construire une application linéaire
f: X—=Y
ou (X, K) est un espace vectoriel de dimension finie, il suffit de fixer une base
B:ejeo, ..., e,

de X et de définir les images f(eq1), f(e2), ..., f(en) des vecteurs de cette B
par f, alors si
Tr = Q1] + ages + ... + aye,

ot dimg X =n, on a:
f(@) = a1 fler) + aaflez) + ... + anflen).

Ainsi définie f : X — Y est une application linéaire. On dit qu’on prolonge
f par linéarité.sur X .



6- Une application linéaire f : X — Y est un épimorphisme
si et seulement si

I'image de tout systeme générateur de X est un systéme générateur de Y.
» Supposons que f : X — Y soit un épimorphisme et soit eq, e, ...e,.un
systéme générateur de X (n > dimg X). Alors si y € Y il existe:

Tr = Q1e] + ages + ... + aue,

avec f(z) =vy.

Donc
Yy = CVlf<€1) + O‘?f(e2) +o Tt anf<€n)

On déduit alors que:
Y = l(f(€1)>f(€2)v >f(€n))

<Supposons que wy, Wa, ..., w, soit un systéme générateur de X (p >
dimg X) tel que f(wy), f(wz), ..., f(w,) soit générateur de Y. Alors pour
y €Y on a:
Yy = )qf(wl) + )\Qf(’LUg) + ...+ )\pf(wp)

ol A1, Ag, ...y Ay € K, donc y = f(Ajwy + Aaws + ... + Apw,). 11 s’en suit qu’il

-~

existe:
T = Mw; + Aws + ... + \pw, € X

v~

tel que y = f(x).W

Commentaires

Dans la preuve de la condition suffisante du résultat ci dessus, on constate
qu’il suffit de Dexistence d’un systéme générateur de X dont I'image est
générateur de Y pour que f soit un épimorphisme.

7- Une application linéaire f : X — Y est un monomorphisme

si et seulement si



I’image de tout systéeme libre de X est un systéme libre de Y.

» Supposons que f : X — Y soit un monomorphisme et considérons
€1, €a, ..., e, un systéme libre de X (n < dimg X). Considérons une combi-
naison linéaire du type:

arf(er) + asf(es) + ... + anf(e,) = Oy

dés lors :
f(alel + Qoo + ... + anen) = Qy

D’autre part I’égalité suivante est satisfaite:
f(0x) =0y
De l'injectivité de f on atteste I'égalité:
are) + asey + ...+ ape, = Oy (1)

Or le systéme de vecteurs ey, es,...,e, est libre, par conséquent tous les
scalaires de la combinaison 1 sont nuls et donc f(ey), f(ez), ..., f(e,) est un
systéme libre de Y.

<«Supposons que 'image de tout systéme libre de X soit un systéme libre
de Y et considéronsun vecteur z € X tel que © # fx donc x est libre et
ainsi par hypotheése f(x) est libre de Y par conséquent f(x) # y. Il s’en
suit que le seul vecteur de X dont 'image est 6y est le vecteur nul x de X.
Autrement dit

ker f = {0x}
Ce qui asserte que f est un monomorphisme.ll

8- Les résultats 6 et 7 et le commentaire ci dessus offrent les propriétés
équivalentes ci dessous stipulées:

- 8.1 Une application linéaire f : X — Y est un isomorphisme si et
seulement si I'image par f de toute base de X est une base de Y.

» Supposons que f : X — Y soit un isomorphisme donc un épimorphisme
et un monomorphisme alors si eq, €, ..., e, ou n = dimg X est une base de X
il s’en suit que ey, ey, ..., €, est générateur et libre donc f(eq), f(ez), ..., f(en)
est générateur et libre de Y donc une base.



«Sieq, e, ...,e, oun =dimg X est une base de X, alors en sa qualité de
systeme générateur de X le systeme f(ey), f(e2), ..., f(en) est générateur de
Y car f(ey1), f(ea), ..., f(en) est une base de Y, donc f est un épimorphisme.

Enfin si x = aje; + ases + ... + ape, ol ag, g, ..., a, € K sont les coor-
données de = dans la base e, e, ..., e, de X tel que f(x) = 0y, alors:

Oy = aif(er) + asf(es) + ... + an f(ey)

Usant de l'indépendance de f(ey), f(e2), ..., f(e,) en qualité de base de Y;

on conclut que a; = a = ... = a,;, = 0. En somme = = 0x qui traduit que
ker f = {0x} et donc f est un monomorphisme.
[

- 8.2 Une application linéaire f : X — Y est un isomorphisme
si et seulement si

I'image d’une base de X par f est une base de Y.
La preuve de la condition nécessaire et suffisante est décrite dans celle du
résultat 8.1.1

& Deux espace vectoriels X et Y définis sur un méme corps commutatif
K sont dit isomorphes s’il existe un isomorphisme f: X — Y.

9- Deux espace vectoriels sont isomorphes
si et seulement si

ils ont une méme dimension.

» Certes, si X et Y sont isomorphes alors il existe un ismorphisme f :
X — Y et donc I'image d’une base de X est une base de Y et donc dimg X =
dim K Y.

« Si dimg X = dimg Y = n considérons e, es,...,e, une base X et
wy, Wa, ..., W, est une base de Y alors on peut définir une application linéaire
f: X — Y caractérisée par:

f(el) = W, f(€2) = Wy, ..., f(en) = Wp

Une telle application (prolongée par linéarité: voir résultat 5 avec commantaires)
est un isomorphisme d’aprés le résultat 8.2.1



10- Tout espace vectoriel (F, K) tel que dimg X = n est isomorphe a
Pespace vectoriel (K™, K).

A Certes, on a dimg X = n = dimg K". Dés lors, le résultat 9 offre la
conclusion.ll

11- Si (X, K) est un espace vectoriel et p,q sont deux entiers naturels
donnés alors les espaces vectoriels (X? x X4, K). et (XPT? K) sont isomor-
phes.

A En effet, dimyg X? x X9 = p+ ¢ = dimg X?9. On conclut en s’aidant
du résultat 9.1

12- Si f € Zso(X,Y) alors 'application réciproque satisfait f~1 € Zso(Y, X).

A Rappelons que la correspondance notée f~! : Y — X caractérisée par
f~Hy) = x si et seulement si f(z) = y pour tout élément y € Y est une
application bijective appelée application réciproque de f.

Montrons que f~!:Y — X est une application linéaire:

a- sl y1,92 € Y ou fHy1) = 21 et fl(yo) = a9 alors f(z1) = y; et
f(z2) = ya.
Dés lors l'égalité y; +yo = f(21)+ f(x2) équivalente & y; +yo = f(x1+x9)
conduit a:
F 7+ ) =21+ 20

d’ow:

F 7 +we) =)+ f ()

b- pour \ un scalaire et y un vecteur de Y satisfaisant f~!(y) = z on a:
y = f(z) dou Ay = Af(x) qui traduit \y = f(Az) et par conséquent:

) =Ar
On conclut aisément que:
F ) =21y
N——

13-Sig e L(X,Y) et f € L(Y,Z) alors leur composée fog e L(X,Z)
ou fog(x)= f(g(x)) pour tout vecteur z € X.



A Si x et y sont deux vecteurs de X et «, 5 sont deux scalaires alors :

(fog)(az+By) =

I
Q
=
<
8
+
=
=
Q

14- Si f,g € L(X,Y) alors leur somme [+ g € L(X,Y).ou
f+9g:X — Y est caractérisée par (f +g)(x) = f(z) + g(x) pour tout
vecteur x € X.

A Si x et y sont deux vecteurs de X et «, § sont deux scalaires alors :

(f+g9)(a-z+B-y) =

7 ~N

= a-(f(x)+g9(@)+6- (f(y) +9())
—
= a-(f+g)@)+8-(f+9)()

15-Si f € L(X,Y) et A est un scalaire alors A - f € L(X,Y).ou
A+ f: X — Y est caractérisée par (A - f)(x) = A - f(x) pour tout vecteur
r e X.

A Si x et y sont deux vecteurs de X et «, 3 sont deux scalaires du corps
commutatif associé¢ a X et Y, alors :



N T~

S

A-Nla-z+5-y)
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