
ECOLE NATIONALE POLYTECHNIQUE CONSTANTINE
ANNEE PREPARATOIRE
ALGEBRE II

Cours : semaine du 15 au 19 mars 2020

1- On appelle rang d�une application linéaire f : X ! Y la dimension de
Im f noté rang(f)

2- L�équation du rang stipule:

dimX = dimker f + dim Im f| {z } = dimker f + rang(f)| {z }
NEn e¤et, supposons dimK X = n et soit e1; e2;:::; ep une base de ker f �

l

X (ainsi p � n).
Si p = n alors ker f = X et donc f(X) = f�Y g donc dimK Im f = 0 il

s�en suit dimK ker f + dimK Im f = dimK X + 0 = dimK X:

Si p < n; prolongeons le système libre e1; e2;:::; ep de X à une base de X
en lui concaténant les vecteurs !1; !2; :::; !q où q = n� p:
Ainsi le système: e1; e2;:::; ep;!1; !2; :::; !q| {z } constitué de n vecteurs est une

base de X:
Alors:
a�Si y 2 Im f il existe x 2 X avec

x = �1e1 + �2e2 + :::+ �pep + �1!1 + �2!2 + :::+ �!q

et donc

y = f(x) =

=
z }| {
f(�1e1 + �2e2 + :::+ �ep| {z }

2ker f

)+
z }| {
�1f(!1) + �2f(!2) + :::+ �qf(!q) =

=
z}|{
�Y +

z }| {
�1f(!1) + �2f(!2) + :::+ �qf(!q) =

= �1f(!1) + �2f(!2) + :::+ �qf(!q):
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On déduit que

Im f = l(f(!1); f(!2); :::; f(!q)):

b�Une combinaison linéaire du type :

�1f(!1) + �2f(!2) + :::+ �qf(!q) = �Y

fournit
f(�1!1 + �2!2 + :::+ �q!q) = �Y

qui exprime que
�1!1 + �2!2 + :::+ �q!q 2 ker f:

Donc
�1!1 + �2!2 + :::+ �q!q = �1e1 + �2e2 + :::+ �pep

où �1; �2; :::; �p 2 K sont les coordonnées du vecteur �1!1+�2!2+:::+�q!q
dans la base e1; e2;:::; ep de ker f:

Or e1; e2;:::; ep;!1; !2; :::; !q est une base de X donc libre ainsi de:

�1!1 + �2!2 + :::+ �q!q � �1e1 � �2e2 � :::� �pep = �X

on conclut que tous les scalaires sont nuls en particulier �1 = �2 = ::: = �q =
0:

On déduit alors que f(!1); f(!2); :::; f(!q) est un système libre.

En somme f(!1); f(!2); :::; f(!q) est une base de Im f et donc:

dimK Im f = q = n� p = dimK X � dimK ker f:

�

Commentaires:
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� L�ensemble des applications linéaires de source X et de but Y est noté
L(X; Y ): Il est évident que L(X; Y ) est un sous ensemble de Y X ensemble
des applications de source X et but Y:

� Si (X;K) est un espace vectoriel l�ensemble L(X;K) est noté X�;
appelé dual de X: Un élément du dual X� est appelé une forme linéaire sur
X:

� Rappelons qu�une application linéaire f : X ! Y qui est un épimor-
phisme et un monomorphisme à la fois est appelé un isomorphisme.
On note:

Iso(X; Y ) = ff : X ! Y j f application linéaire et surjective et injectiveg

� Une application linaire f : X ! X (e.v.source = e.v.but) est appelée
un endomorphisme.
On note:

End(X) = ff : X ! X j f linéaireg = L(X;X)

� Un endomorphisme injectif et surjectif à la fois est appelé un automor-
phisme.
On note:

Aut(X) = Iso(X;X)

3- Si f 2 End(X) alors on a l�équivalence :

f épimorphisme si et seulement si f monomorphisme .

I Si f : X ! X est un endomorphisme surjective donc Im f = X
ainsi l�équation du rang fournit: dimK X = dimK X+dimK ker f qui traduit
dimK ker f = 0 donc ker f = f�Xg :
On conclut que f est un monomorphisme.

J Si f : X ! X est un endomorphisme injectif donc ker f = f�Xg ainsi
l�équation du rang fournit: dimK X = dimK Im f + 0 qui traduit dimK X =
dimK Im f donc Im f = X:
On conclut que f est un épimorphisme.�
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4- Une conséquence directe du résultat 3 ci dessus formulé est :

f 2 Aut(X) si et seulement si f est un épimorphisme
si et seulement si f est un monomorphisme.

5- Une application linéaire est complétement déterminée si et seulement
si on connait l�image d�une base de la source.

J Il est évident que si on connait f : X ! Y c.a.d on connait f(x) 2 Y
pour tout x 2 X donc à fortiori si e1; e2; :::; edimK X est une base de X on
connait f(e1); f(e2); :::f(edimK X):

I Soit e1; e2; :::; edimK X une base de X et supposons que les images
f(e1); f(e2); :::f(edimK X) soient données. Ainsi, si x 2 X on a

x = �e1 + �2e2 + :::+ �dimK XedimK X

alors son image est f(x) = �f(e1) + �2f(e2) + :::+ �dimK Xf(edimK X).�

Commentaires

En vertu du résultat 5 ci dessus, pour construire une application linéaire

f : X ! Y

où (X;K) est un espace vectoriel de dimension �nie, il su¢ t de �xer une base

B : e1; e2; :::; en

de X et de dé�nir les images f(e1); f(e2); :::; f(en) des vecteurs de cette B
par f; alors si

x = �1e1 + �2e2 + :::+ �nen

où dimK X = n, on a:

f(x) = �1f(e1) + �2f(e2) + :::+ �nf(en):

Ainsi dé�nie f : X ! Y est une application linéaire. On dit qu�on prolonge
f par linéarité.sur X .
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6- Une application linéaire f : X ! Y est un épimorphisme

si et seulement si

l�image de tout système générateur de X est un système générateur de Y:

I Supposons que f : X ! Y soit un épimorphisme et soit e1; e2; :::en.un
système générateur de X (n � dimK X): Alors si y 2 Y il existe:

x = �1e1 + �2e2 + :::+ �nen

avec f(x) = y:

Donc
y = �1f(e1) + �2f(e2) + :::+ �nf(en)

On déduit alors que:

Y = l(f(e1); f(e2); :::; f(en)):

JSupposons que w1; w2; :::; wp soit un système générateur de X (p �
dimK X) tel que f(w1); f(w2); :::; f(wp) soit générateur de Y: Alors pour
y 2 Y on a:

y = �1f(w1) + �2f(w2) + :::+ �pf(wp)

où �1; �2; :::; �p 2 K; donc y = f(�1w1 + �2w2 + :::+ �pwp| {z }): Il s�en suit qu�il
existe:

x = �1w1 + �2w2 + :::+ �pwp| {z } 2 X
tel que y = f(x):�

Commentaires

Dans la preuve de la condition su¢ sante du résultat ci dessus, on constate
qu�il su¢ t de l�existence d�un système générateur de X dont l�image est
générateur de Y pour que f soit un épimorphisme.

7- Une application linéaire f : X ! Y est un monomorphisme

si et seulement si
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l�image de tout système libre de X est un système libre de Y:

I Supposons que f : X ! Y soit un monomorphisme et considèrons
e1; e2; :::; en un système libre de X (n � dimK X): Considérons une combi-
naison linéaire du type:

�1f(e1) + �2f(e2) + :::+ �nf(en) = �Y

dés lors :
f(�1e1 + �2e2 + :::+ �nen) = �Y

D�autre part l�égalité suivante est satisfaite:

f(�X) = �Y

De l�injectivité de f on atteste l�égalité:

�1e1 + �2e2 + :::+ �nen = �Y (1)

Or le système de vecteurs e1; e2; :::; en est libre, par conséquent tous les
scalaires de la combinaison 1 sont nuls et donc f(e1); f(e2); :::; f(en) est un
système libre de Y:

JSupposons que l�image de tout système libre de X soit un système libre
de Y et considéronsun vecteur x 2 X tel que x 6= �X donc x est libre et
ainsi par hypothèse f(x) est libre de Y par conséquent f(x) 6= �Y : Il s�en
suit que le seul vecteur de X dont l�image est �Y est le vecteur nul �X de X:
Autrement dit

ker f = f�Xg
Ce qui asserte que f est un monomorphisme.�
8- Les résultats 6 et 7 et le commentaire ci dessus o¤rent les propriétés

équivalentes ci dessous stipulées:

- 8.1 Une application linéaire f : X ! Y est un isomorphisme si et
seulement si l�image par f de toute base de X est une base de Y:

ISupposons que f : X ! Y soit un isomorphisme donc un épimorphisme
et un monomorphisme alors si e1; e2; :::; en où n = dimK X est une base de X
il s�en suit que e1; e2; :::; en est générateur et libre donc f(e1); f(e2); :::; f(en)
est générateur et libre de Y donc une base.
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JSi e1; e2; :::; en où n = dimK X est une base de X, alors en sa qualité de
système générateur de X le système f(e1); f(e2); :::; f(en) est générateur de
Y car f(e1); f(e2); :::; f(en) est une base de Y , donc f est un épimorphisme.
En�n si x = �1e1 + �2e2 + ::: + �nen où �1; �2; :::; �n 2 K sont les coor-

données de x dans la base e1; e2; :::; en de X tel que f(x) = �Y , alors:

�Y = �1f(e1) + �2f(e2) + :::+ �nf(en)

Usant de l�indépendance de f(e1); f(e2); :::; f(en) en qualité de base de Y ;
on conclut que �1 = � = ::: = �n = 0: En somme x = �X qui traduit que
ker f = f�Xg et donc f est un monomorphisme.
�
- 8.2 Une application linéaire f : X ! Y est un isomorphisme

si et seulement si

l�image d�une base de X par f est une base de Y:
La preuve de la condition nécessaire et su¢ sante est décrite dans celle du

résultat 8.1.�
� Deux espace vectoriels X et Y dé�nis sur un même corps commutatif

K sont dit isomorphes s�il existe un isomorphisme f : X ! Y:

9- Deux espace vectoriels sont isomorphes

si et seulement si

ils ont une même dimension.

I Certes, si X et Y sont isomorphes alors il existe un ismorphisme f :
X ! Y et donc l�image d�une base deX est une base de Y et donc dimK X =
dimK Y:

J Si dimK X = dimK Y = n considérons e1; e2; :::; en une base X et
w1; w2; :::; wn est une base de Y alors on peut dé�nir une application linéaire
f : X ! Y caractérisée par:

f(e1) = w1; f(e2) = w2; :::; f(en) = wn

Une telle application (prolongée par linéarité: voir résultat 5 avec commantaires)
est un isomorphisme d�aprés le résultat 8.2.�
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10- Tout espace vectoriel (E;K) tel que dimK X = n est isomorphe à
l�espace vectoriel (Kn; K):

N Certes, on a dimK X = n = dimK K
n: Dés lors, le résultat 9 o¤re la

conclusion:�
11- Si (X;K) est un espace vectoriel et p; q sont deux entiers naturels

donnés alors les espaces vectoriels (Xp �Xq; K): et (Xp+q; K) sont isomor-
phes.

N En e¤et, dimK X
p �Xq = p+ q = dimK X

p+q: On conclut en s�aidant
du résultat 9.�
12- Si f 2 Iso(X; Y ) alors l�application réciproque satisfait f�1 2 Iso(Y;X):
N Rappelons que la correspondance notée f�1 : Y ! X caractérisée par

f�1(y) = x si et seulement si f(x) = y pour tout élément y 2 Y est une
application bijective appelée application réciproque de f:

Montrons que f�1 : Y ! X est une application linéaire:

a- si y1; y2 2 Y où f�1(y1) = x1 et f�1(y2) = x2 alors f(x1) = y1 et
f(x2) = y2:
Dés lors l�égalité y1+y2 = f(x1)+f(x2) équivalente à y1+y2 = f(x1+x2)

conduit à:
f�1(y1 + y2) = x1 + x2

d�où:
f�1(y1 + y2) = f

�1(y1) + f
�1(y2)

b- pour � un scalaire et y un vecteur de Y satisfaisant f�1(y) = x on a:
y = f(x) d�où �y = �f(x) qui traduit �y = f(�x) et par conséquent:

f�1(�y) = � x|{z}
On conclut aisément que:

f�1(�y) = � f�1(y)| {z }
�
13- Si g 2 L(X; Y ) et f 2 L(Y; Z) alors leur composée f � g 2 L(X;Z)

où f � g(x) = f(g(x)) pour tout vecteur x 2 X:
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N Si x et y sont deux vecteurs de X et �; � sont deux scalaires alors :

(f � g)(�x+ �y) = f(g(�x+ �y)) =

= f(g(�x) + g(�y)) =

= f(�g(x) + �g(y)) =

= f(�g(x)) + f(�g(y))) =

= �f(g(x)) + �f(g(y)) =

= � (f � g) (x) + � (f � g) (y):

�
14- Si f; g 2 L(X; Y ) alors leur somme f + g 2 L(X; Y ).où

f + g : X ! Y est caractérisée par (f + g) (x) = f(x) + g(x) pour tout
vecteur x 2 X:
N Si x et y sont deux vecteurs de X et �; � sont deux scalaires alors :

(f + g) (� � x+ � � y) =

= f(� � x+ � � y) + g(� � x+ � � y) =
= f(� � x) + f(� � y) + g(� � x) + g(� � y) =

= � � f(x)| {z }+ z }| {
� � f(y)+� � g(x)| {z }+ z }| {� � g(y) =

= � � (f(x) + g(x))| {z }+� � z }| {
(f(y) + g(y)) =

= � � (f + g)(x) + � � (f + g)(y):

�
15- Si f 2 L(X; Y ) et � est un scalaire alors � � f 2 L(X; Y ).où

� � f : X ! Y est caractérisée par (� � f)(x) = � � f(x) pour tout vecteur
x 2 X:
N Si x et y sont deux vecteurs de X et �; � sont deux scalaires du corps

commutatif associé à X et Y , alors :
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(� � f) (� � x+ � � y) =

= � � (f(� � x+ � � y))
= � � (f(� � x) + f(� � y)) =
= � � (� � f(x) + � � f(y)) =
= � � (� � f(x)) + � � (� � f(y)) =
= (� � �) � f(x) + (� � �) � f(y) =
= (� � �) � f(x) + (� � �) � f(y) =

= � � (� � f(x))| {z }+� � z }| {
(� � f(y)) =

� � (� � f)(x)| {z }+� � z }| {
(� � f)(y) :

�
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